Capitulo 4 Algebra Booleana

negado gramaticalmente: “no X" y se denota X .

Observacion: Es importante tener claro que cuando x es verdadero X es falso, y viceversa, asi, por
ejemplo el complemento de “todo” no es “ningunao”, sino “al menos uno no”

4.3.- TEOREMAS DEL ALGEBRA BOOLEANA

A continuacién se presenta un conjunto de resultados fundamentales; pero basados en los postulados del
1 al 6 presentados en la seccién 4.1 y que por lo tanto son validos para cualquier algebra de Boole. Estos
resultados son presentados a manera de Teoremas y junto con los seis postulados representan las reglas
del juego para cualquiera que desee trabajar con el algebra booleana.

La manera de demostrar los teoremas siguientes se puede basar en ideas intuitivas producto de la
familiaridad con algun algebra booleana en particular, (en diagramas de Venn, o bien, en circuitos con
switches o0 en tablas de verdad) con la Unica condicién de que se respete al pie de la letra los 6
postulados fundamentales. En estas notas solo se usan razonamientos basados en los seis postulados.

Antes de presentar los teoremas es conveniente mencionar el siguiente principio que se deriva
directamente de la manera en que fueron presentados los seis postulados fundamentales, es decir, del
hecho de que cada postulado tiene dos incisos los cuales son duales uno del otro.

Principio de Dualidad. Si una expresion booleana es verdadera, su expresion dual también lo es.

Expresiones duales. Dos expresiones se dicen duales una de la otra, si una se puede obtener de la otra
cambiando las operaciones ( +) por ( ) y viceversa y cambiando los O's por 1 's y viceversa.

Ejemplo.

La expresion A + B = 1 es dual de la expresion A B = 0O,

Todas las expresiones de los incisos (a) de los postulados del algebra booleana son duales de las
exprsiones de los incisos (b) correspondientes.

De aqui en adelante, de acuerdo al principio de dualidad demostrar sélo un inciso de los
siguientes teoremas y automaticamente el inciso dual quedara demostrado.

Teorema 1. Multiplicacién por cero

a A0 =0
b) A+1=1
Demostracion del inciso (a)
Explicacién:

AO=A0+0 _ 0 es el neutro de la suma
=AO0+AA el producto de una variable por su complemento da 0
=A (0+A) distributividad
=A (A) una variable mas el neutro no se altera
=0 una variable por su complemento da 0

Notacion. De aqui en adelante, el simbolo de multiplicacién () se omitira en ocaciones por
comodidad, asi por ejemplo A B se escribira AB, o bien, (A+B) (C+D) se escribira (A+B)(C+D)
siendo diferente de A+B C+D, lo cual se escribira A+BC+D.

Teorema 2. Absorcién
a) A+AB=A
b) AA+B)=A
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Demostrando el inciso (a)
Explicacién:
A+AB=A1+AB 1 es el neutro del producto
=A(l1 + B) distributividad
= A1) Teorema 1
=A es el neutro del producto

este teorema se puede usar en diversos casos de simplificacion, basta con usar identificar en una suma,
una expresion que se repite primero en forma aislada y luego multiplicando a otra expresion.

Ejemplos.

La expresion XY + XYZ por absorcion es igual a XY

La expresion A+ AB por absorcion es igual con A
etc.

Teorema 3. Cancelacion

a) A+AB=A+B
b) A(A+B)=AB

Demostracion del inciso (a)

_ _ Explicacion:
A+ AB = (A+A)(A+B) distributividad
=1 (A+B) la suma de una variable con su complemento es 1
=A+B 1 es el neutro del Producto

Este teorema se puede usar en la simplificacion de expresiones cuando encontramos una expresion
sumada Con su complemento multiplicado por otra expresion (o el dual).

Ejemplos: _
La expresion A + ABC por cancelacion es igual a A + BC
La expresion A + AB por cancelacion es igual a A + B
La expresion XY + XY Z por cancelacion es igual a XY + Z

Teorema 4. Cancglaci()n
a) AB+AB=B
b) (A+B)(A+B)=B

Demostracion del inciso (a)

_ _ Explicacion:
AB +AB = (A+A)B distributividad
=1B la suma de una variable con su complemento es 1
=B 1 es el neutro del producto

Para usar este resultado hay que identificar dos términos que tienen un factor comuin y el término que no
es comun en una de ellas es el complemento del de la otra.

Ejemplos: _
La expresion ABC+ABC, por cancelacion es igual a BC
La expresion XYZ+XY Z, por cancelacion es igual a Z

Teorema 5. Idempotencia

a)AA=A
b\ A+A= A
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La demostracion del inciso (b) de este teorema es inmediata del teorema de absorcion, ya que A + A =
A+ A 1.

Este teorema implica que cuando existen términos semejantes en una expresion, basta con escribir uno
de ellos, o bien, que un término puede "desdoblarse" tantas veces como se quiera. Obsérvese que
también esto implica que A" = A para cualquier nimero n entero positivo.

Ejemplos:
La expresion (X+Y)(X+Y) por idempotencia es igual a X+Y
La expresion XYZXYX por idempotencia es igual a XYZ
La expresion XY+Z+ XY por idempotencia es igual a XY+Z

Teorema 6. Con§enso _
a)AB+A_C+BC=AB+AC _
b) (A+B)(A+C)(B+C) = (A+B)( A+C)

Demostracion del inciso (a)

_ _ _ Explicacion:
AB +AC +BC =AB+AC + BC(A +A) A+A es el neutro de la multiplicacion
= AB +AC +ABC +ABC distributividad
= (AB +ABC) + AC +ABC) conmutatividad y asociatividad
=AB+AC absorcién

La clave para usar este teorema es encontrar dos términos que contengan una expresion en uno
afirmada y en otro negada, anotar los términos con los que estan multiplicando uno y otro y buscar otro
elemento que sea la multiplicacion de estos dltimos dos, éste Ultimo elemento es el que se puede
eliminar.

Ejemplos: _ _
La expresion AB + AC + BC por consenso es iguala AB + AC
La expresion XYZ + XY W + ZW por consenso es igual a XYZ + XY W

Teorema 7. Teorema de De Morgan
a) AB =A+B
by A+B=AB

Demostracion del inciso (a): Para demostrar este teorema hay que recordar las dos propiedades que
cumple el complemento X de una expresion X, es decir:

i) X+ X =1 (sumados nos da uno)

ii) X X = 0 (multiplicados nos da cero)

Asi, para demostrar el inciso (a) se demostrara que A+B es el complemento de A.B, para ello se hara en
dos partes:

i) sumando:
L __  Explicacion:
AB+ (A+B) =AB+B +A porconmutatividad
= A+B +A  porcancelacién
B propiedad del complemento
por Teorema 1

if) multiplicando

L _ _ Explicacion:
AB (A+B) = ABA + ABB Por distributividad
=0+0 propiedad del complemento

idempotencia
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El teorema de De Morgan se puede generalizar al caso de mas de dos variables booleanas, por ejemplo,
para 3 variables, tenemos que A+B+C = (A+B )C = ABC, en forma similar, A*B°C = = (A*B)+C =
A+B+C |y asi sucesivamente para mas de tres variables.

Otros teoremas: A continuacién se presentan dos teoremas mas sin demostracion, es un buen ejercicio
el intentar dicha demostracion.

Teorema 8;Involucién
a) A=A

Teorema 9. Complementos de los neutros
a) 0=1

b) 1=0

4.3.1.- Ejemplos de simplificacidon de expresiones booleanas

Los 6 postulados fundamentales, junto con los teoremas anteriores conforman las herramientas béasicas
de simplificacion y manipulacién de expresiones booleanas, a continuacion se ilustra su uso con algunos
ejemplos.

Ejemplo. Simplificar las siguientes expresiones
1.- A(BC + AC) + BC Distribuyendo el factor A en el paréntesis:
= ABC + AAC + BC, conmutando y aplicando idempotencia:
= ABC + BC + AC, usando absorcion:
= BC +AC

2.-XYZ+XZ  Usando el Teorema de De Morgan:

= WZO_a ,_por De Morgan nuevamente e involucion:

= (XY+Z)( X+Z), distribuyendo:

=XYX +XYZ +XZ +ZZ como X X es cero, y por idempotencia:
= 0+ XYZ +XZ +Z, por absorcién:

=Z

3.- (X+Y+YZW)XY Por el teorema de De Morgan:
= ((X+Y) YZW) XY, nuevamente:
= (X+Y) (Y+Z+W) (X+Y) distribuyendo el primero con el tercer factor:

= (XY+XY) (Y+Z+W) distribuyendo nuevamente
= (XY+XYZ+XYW+XYZ+XYW por absorcion;

= (XY+XYZ+XYW) .

4.4.- FUNCIONES BOOLEANAS

En forma similar a como se define en los cursos de algebra de nimeros reales, es posible definir una
relaciéon de dependencia de una variable booleana o variable I6gica con otras variables booleanas
independientes. Es decir, es posible definir funciones booleanas o funciones logicas.

Definicion. Sean Xi,X,,...,X,, variables booleanas, es decir, variables que pueden tomar el valor de 0 o
de 1, entonces la expresion
Y = f(Xl,Xz,...,Xn)

denota una dependencia funcional de la variable dependiente Y respecto a las variables independientes
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